
オイラーの定理（整数）

フェルマーの小定理1 の一般化であるオイラーの定理を証明する．

定義. n以下の自然数 1, · · · , n のうち，nと互いに素であるものの個数を φ(n)で表す．

例. • 素数 pに対して，φ(p) = p− 1である．

• 素数の冪 pkに対して，φ(pk) = (p− 1)pk−1である．

• 一般に，n = pr11 · · · prmm と素因数分解できる数 nに対して，

φ(n) = n
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)
· · ·
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)
である．� �

定理 (Euler). nを正の整数とし，aをnと互いに素な整数とする．このとき，次が成り立つ．

aφ(n) ≡ 1 mod n� �
証明. nを正の整数とし，aを nと互いに素な整数とする．1, · · · , nのうち，nと互いに素であ
るもの全体の集合を

S := {s1, · · · , sφ(n)}

とする．i = 1, · · · , φ(n)に対して，siと aは，どちらも nと互いに素なので，asiも nと互いに
素である．よって，asiに対して，

ti ≡ asi mod n, 1 ≤ ti ≤ n

を満たす整数 tiをとると，tiも nと互いに素である2 ．これら tiを用いて，集合 T を

T := {t1, · · · , tφ(n)}

で定義すると，T ⊂ S が成り立つ．T = Sを示す．そのためには，si ̸= sjなら，ti ̸= tjである
ことを示せば良い．対偶を示す．ti = tjを仮定すると，

asi ≡ ti = tj ≡ asj mod n

が成り立つ．aを nは互いに素であったから，si = sj が従う．
以上から，集合 S, T は，添字の番号を付け替えた（順番を入れ替えた）だけで同じ集合で

あることがわかった．よって，全ての元の積を nを法として考えることにより，

s1 · · · sφ(n) = t1 · · · tφ(n)
≡ as1 · · · asφ(n)
= aφ(n)s1 · · · sφ(n) mod n

が成り立つ．aと積 s1 · · · sφ(n)は，互いに素なので，上の合同式の両辺を s1 · · · sφ(n)で割ること
ができ，これから主張が従う．

1pを素数，aを pと互いに素な整数とすると，ap−1 ≡ 1 mod p が成り立つ．
2ユークリッドの互除法：A = Bq + r なら，A,B の最大公約数と，B, rの最大公約数は一致する．


