
メネラウスの定理とその逆� �
定理 (メネラウスの定理). △ABCと，その頂点を通らず，どの辺とも平行でない直線 ℓに
対して，各頂点A,B,Cの対辺（またはその延長線）と，直線 ℓの交点をそれぞれD,E,Fと
するとき，次が成り立つ．
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注意. 上の定理において，左側の図は直線 ℓが△ABCの２辺と交わる場合であり，右側の図は
直線 ℓが△ABCのどの辺とも交わらない場合である．メネラウスの定理は，このどちらの場合
に対しても成り立つ．

証明. 直線 ℓに平行であり，１つの頂点を通りその対辺と交わる直線を ℓ′とする．直線 ℓ′が通
る頂点がCである場合を証明すれば十分である1．

直線 ℓ′と辺ABの交点を Pとする．△ACPと△AEFは相
似なので，

CE : EA = PF : FA ⇐⇒ CE
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(1)

が成り立つ．また，△BDFと△BCPは相似なので，

BD : DC = BF : FP ⇐⇒ BD

DC
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(2)

が成り立つ．等式 (1),(2)に注意することで，
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が従う．
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1直線 ℓと△ABCの位置関係により，直線 ℓ′ が通る頂点は Cとは限らないが，これは単に記号の付け方の問
題である．



� �
定理 (メネラウスの定理の逆). △ABCにおいて，

• 各頂点A,B,Cの対辺または，その延長線上にある点
D,E,Fのうち，２点が辺上にあり，もう１点は延長
線上にあるとする．このとき，
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が成り立つならば，３点 D,E,Fは一直線上にある．
ただし，点D,E,Fは頂点ではないとする．
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• 各頂点 A,B,Cの対辺の延長線上にある点 D,E,Fに
対して，
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が成り立つならば，３点D,E,Fは一直線上にある．
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証明. ２つの主張の証明は同じなので，まとめて証明する．まず，３点D,E,Fのうち２点を通
り，△ABCのある辺と平行な直線が存在しない事を示す．そのために，直線 FDと直線ACが
平行であると仮定して矛盾を導く2．２点 F,Dはどちらも辺上の点であるか，延長線上の点で
なければならないことに注意する（そうでないと，辺ACと平行にはなり得ない）．背理法の仮
定から，△BFDと△BACは相似なので，

AF : FB = CD : DB ⇐⇒ AF
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が成り立つ．これと定理の仮定の等式を合わせて，CE = EA が従い，点 Eは，辺ACの中点
でとなるが，これは定理の仮定に矛盾である．
２直線FD，ACは平行でないので，これらの交点を，E′とすると，メネラウスの定理から，
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が成り立つ．これと定理の仮定の等式を比較することで，
CE

EA
=

CE′

E′A
⇐⇒ CE : EA = CE′ : E′A

が成り立つ．２点 E, E′はどちらも直線AC上の点なので，E = E′が従う．
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メネラウスの定理は，三角形と直線に関する定理であると言える．直線 ℓの位置により，考える図形
の形が変わるので，図形の形に囚われすぎないように注意する．例えば，下に示すように，

頂点→交点→頂点→交点→頂点→ · · ·

と点をたどることにより，定理の等式
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が得られることも知っておくと良い．
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2他の２点と他の辺が平行であると仮定しても同様に矛盾を導くことができる．


