
円周角の定理とその逆

円周角の定理� �
１つの弧に対する円周角は一定であり，その弧に対する中心角の半分である．
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証明. 次の３つの場合それぞれにおいて，円周角が中心角の半分になっていることを示せば，１
つの弧に対する円周角が一定であることが従う．
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左の図において，∠APO = α，∠BPO = β とすると，

∠APB = α + β （円周角）

である．OA = OP（円の半径）より，△AOP は二等辺三角形であ
る．よって，∠PAO = ∠APO = αである．同様に，△BOP は二等
辺三角形なので，∠PBO = ∠BPO = βである．また，三角形の外角
は，それに隣合わない２つの内角の和に等しいから，∠AOP′ = 2α
と，∠BOP′ = 2β がわかる．以上より，

∠AOB = ∠AOP′ + ∠BOP′ = 2α + 2β （中心角）

が成り立つ．
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左の図において，∠APB = αとすると，これが円周角である．OB =
OP（円の半径）より，△BOP は二等辺三角形である．よって，次
が成り立つ．∠PBO = ∠BPO = ∠APB = αである．三角形の外
角は，それに隣合わない２つの内角の和に等しいから，

∠AOB = 2α （中心角）．

(iii) .
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左の図において，∠APB = α とすると，これが円周角である．
∠APP′ = β とする．OB = OP（円の半径）より，△BOP は二
等辺三角形である．よって，∠PBO = ∠BPO = α + β である．ま
た，三角形の外角は，それに隣合わない２つの内角の和に等しいか
ら，∠BOP′ = 2(α + β) がわかる．同様に，△AOP は二等辺三角
形なので，∠PAO = ∠APO = βであり，∠AOP′ = 2βである．以
上より，次が成り立つ．

∠AOB = ∠BOP′ − ∠AOP′ = 2α （中心角）．



例. 右のような円に対して，
ABが直径であるとすると，∠AOB = 180◦なので，円周角の
定理から，∠APB = 90◦（直角）がわかる．
逆に ∠APB = 90◦（直角）とすると，円周角の定理から，
∠AOB = 2 × ∠APB = 180◦ がわかる．よってこのとき，
線分ABは円の直径である．
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したがって，円周角の定理から次が成り立つ．

ABが直径 ⇐⇒ ∠APB = 90◦

次に円周角の定理の逆を証明する．

円周角の定理の逆� �
４点A,B,P,Qについて，P,Qが直線ABに対して同じ側にあって，∠APB = ∠AQB が成
り立つならば，４点A,B,P,Qは，１つの円周上にある．
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円周角の定理の逆を証明する前に，次の補題を証明する．

補題. ある円周上に３点A,B,Pがあるとする．直線ABに対して，点Qが点Pと同じ側にある
とき，次が成り立つ．

• 点Qが円の周上にある=⇒ ∠AQB = ∠APB

• 点Qが円の外側にある=⇒ ∠AQB < ∠APB

• 点Qが円の内側にある=⇒ ∠AQB > ∠APB
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証明. 点Qが円周上にあるときは，円周角の定理より成り立つ事がわかる．
点Qが円の外側にあるとする．線分QBと円周との交点（のうち点Bとは違う方）をRと

すると，円周角の定理より，∠ARB = ∠APBである．さらに，△AQBと△ARBを比べること
で，∠AQB < ∠ARBがわかる．よって，この場合も成り立つ．
点Qが円の内側にあるとする．線分QBを延長した直線と円周との交点（のうち点Bとは違

う方）をRとすると，円周角の定理より，∠ARB = ∠APBである．さらに，△ARBと△AQB
を比べることで，∠ARB < ∠AQBがわかる．よって，この場合も成り立つ．

円周角の定理の逆の証明. 上の補題の対偶を考えることで次がわかる．

• ∠AQB ≧ ∠APB =⇒点Qが円の外側にない，すなわち円周上か内側にある．

• ∠AQB ≦ ∠APB =⇒点Qが円の内側にない，すなわち円周上か外側にある．

今，∠APB = ∠AQBであるので，点Qは，円周上にある事がわかる．


