
三角形の垂心の位置ベクトル

三角形があれば，その垂心1が存在する．よって，三角形の 3頂点の位置ベクトルを用いて，垂
心の位置ベクトルを表すことができる．本稿では，加重重心の結果2を用いて，垂心の位置ベク
トルの美しい表示を与える．以下では，tan∠Aのことを tanAと表す．また，△ABCの面積
や，辺BCの長さもまた，△ABC やBCなどという記号で表す．� �
命題. 3点A(⃗a),B(⃗b),C(c⃗) を頂点とする△ABC の垂心をH(⃗h)とする．このとき，

h⃗ =
(tanA)⃗a+ (tanB)⃗b+ (tanC)c⃗

tanA + tanB + tanC
(1)

が成り立つ．ただし，△ABCは直角三角形ではないとする．� �
証明. まずは，△ABC が鋭角三角形であると仮定する．

このとき，垂心 H は三角形の内部に存在する．
△BHC,△CHA,△AHB の面積比を α : β : γ とす
ると，加重重心の結果から，垂心Hの位置ベクトルは，

h⃗ =
αa⃗+ βb⃗+ γc⃗

α + β + γ

と表せる．
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α : β : γ = tanA : tanB : tanC であることを示す．頂点Aから，辺BCに下ろした垂線の
足をDとすると，BD · tanB = AD = CD · tanC が成り立つので，

β : γ = CD : BD = tanB : tanC (2)

が成り立つ．他も同様に考えることにより，α : β : γ = tanA : tanB : tanC が従う．
次に，△ABCが鈍角三角形である場合を考える．どこでも一緒なので，∠Aが鈍角である

とする．このとき，垂心Hは三角形の外部の右図のよう
な位置に存在する．△BHC,△CHA,△AHB の面積比を
α : β : γ とすると，再び，加重重心の結果から，垂心H
の位置ベクトルは，

h⃗ =
−αa⃗+ βb⃗+ γc⃗

−α + β + γ

と表せる．

A

B(⃗b) C(c⃗)

α⃝
β⃝γ⃝

H(⃗h)

D

E

α : β : γ = − tanA : tanB : tanCであることを示す．頂点A,Cから，それぞれの対辺または
その延長線に下ろした垂線の足をD,Eとすると，辺BC上の点Dについては，上と同様に (2)が
成り立つ．また，辺ABの延長線上の点Eに関しても，同様に，AE·tan(π−A) = CE = BE·tanB
が成り立つので，

α : β = BE : AE = tan(π − A) : tanB = − tanA : tanB (3)

が成り立つ．よって，α : β : γ = − tanA : tanB : tanC が従う．

注意. 垂心の定義から，∠A = 90◦ である直角三角形ABCにおける垂心は，頂点Aに一致する．

1三角形の各頂点から，その対辺または延長線に下ろした垂線の交点を垂心という．
2加重重心の拡張 https://gleamath.com/weighted-center02/


