
三角不等式（三角関数の不等式）

定義. 三角関数を含む不等式のことを三角不等式1 という．

三角方程式の一般解は，原点を中心とする単位円と直線との交点を考えることで導くことが
できた．またその一般解は，１つの解が存在すれば無数に存在するのであった．これは，三角
関数は周期的であるという性質によるものである．
これから解説する三角不等式についても，同様のこと2 が起きる．しかしここでは，簡単の

ために始めから解の範囲を指定して考えることにする．

0 ≤ θ < 2πとする．θの動径と単位円との交点の y座標が，sin θであったことを思い出す．定
数 aに対して，三角不等式

sin θ < a (1)

の解は，y座標が aより小さくなる単位円上の点を考えればよく，これは，

直線 y = aより下にある単位円上の点

のことである．よって，

• 0 < a ≤ 1のとき
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三角方程式 sin θ = aの解を α, β
（α ≤ β）とすると，三角不等式 (1)の解は，

0 ≤ θ < α, β < θ < 2π

となる．（β = π − α）

• −1 < a ≤ 0のとき
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三角方程式 sin θ = aの２つの解を α, β
（α < β）とすると，三角不等式 (1)の解は，

α < θ < β

となる．（β = π − α + 2π）
• 1 < aのとき
単位円上の全ての点は，直線 y = aより下に
あるので，三角不等式 (1)の解は，

0 ≤ θ < 2π

となる．

• a ≤ −1のとき
直線 y = aより下にある単位円上の点は存在
しないので，三角不等式 (1)は，

解なし

となる．

注意. 指定されている解の範囲には注意しなければならない．例えば a = −
√
3

2
に対して，三角不等式

(1)の解は，その範囲が，0 ≤ θ < 2π と指定されている場合には，上のように，
4

3
π < θ <

5

3
π と答えれ

ば良いが，−π ≤ θ < π と指定されている場合には，−2

3
π < θ < −π

3
と答えなければならない．

1不等式 |x+ y| ≤ |x|+ |y|も三角不等式と呼ばれるため，この呼び方には注意が必要である．
2一般に不等式の解は区間（の和集合）であるので，その区間が無数に存在するということ．



0 ≤ θ < 2πとする．θの動径と単位円との交点の x座標が，sin θであった．定数 aに対し
て，三角不等式

cos θ ≥ a (2)

の解は，x座標が a以上となる単位円上の点を考えればよく，これは，

直線 x = aとその右側にある単位円上の点

のことである．よって，

• −1 ≤ a < 1のとき，
三角方程式 cos θ = aの解を α, β（α ≤ β）とすると，三
角不等式 (2)の解は，

0 ≤ θ ≤ α, β ≤ θ < 2π

となる．（β = 2π − α）

•その他の場合も同様に考えれば良い．
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0 ≤ θ < 2πとする．θの動径と直線 x = 1との交点を Tとすると，Tの y座標が tan θで
あった．また，このことから，tan θは，直線OTの傾きと考えることもできるのであった．
定数 a に対して，三角不等式

tan θ ≤ a (3)

の解は，

原点を通り傾きが a以下である直線と単位円との交点

を考えれば良い．よって，
• a ≥ 0のとき，
三角方程式 tan θ = aの解をα, β（α ≤ β）と
すると，三角不等式 (3)の解は，

0 ≤ θ ≤ α,
π

2
< θ ≤ β,
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π < θ < 2π

となる．（β = α + π）
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• a < 0のとき，
三角方程式 tan θ = aの解をα, β（α ≤ β）と
すると，三角不等式 (3)の解は，

π

2
< θ ≤ α,

3

2
π < θ ≤ β

となる．（β = α + π）
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注意. 0 ≤ θ < 2πの範囲において，θ =
π

2
，

3

2
πで，tan θは定義されていないことに注意する．


